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Construction de modèles de Markov 
cachés

Jean-David Ruvini
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Plan

• Qu’est ce qu’un HMM?
• Les hypothèses de la théories des HMM
• Le problème de l’évaluation
• Le problème du décodage
• Le problème de l’apprentissage

– Lorsque la structure est connue
– Lorsque la structure est inconnue

• Conclusion
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Qu’est ce qu’un HMM?

Une personne possédant trois pièces de monnaie les lance dans une pièce fermée. 
La seule chose que vous voyez est le résultat de chaque lancé PPFPFFPP… appelé 
séquence des observations. Vous ne connaissez pas l’ordre dans lequel les pièces 
sont lancées, non plus que les biais individuels de chaque pièce.
Supposez que vous sachiez que la 3ème pièce est fortement biaisée pour F et que 
toute les pièces ont une probabilité égale d’être lancée. Vous vous attendez alors 
naturellement à observer plus de F que de P.
Si vous savez de plus que la probabilité de choisir la 3ème pièce (état) à partir de la 
première ou de la seconde (état) est nulle et que la personne était dans le premier 
ou le second état au début de l’observation, vous pouvez estimer que P et F 
apparaîtront avec la même fréquence malgré le biais.
Ceci montre que la séquence des observations dépend des biais individuels, des 
probabilités de transition et de l’état initial.
Ces trois ensembles, à savoir l’ensemble des biais individuels, l’ensemble des 
probabilités de transition et l’ensemble des probabilités initiales des états 
caractérisent un modèle de Markov caché.

[Rabiner 89]
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Qu’est ce qu’un HMM?

• Introduit dans les années 60-70 [Baum et al. 
70]

• Modéliser les lois de probabilité qui régissent 
des séquences d’observations
– Traitement de la parole (référence), 

reconnaissance de textes manuscrits, analyse de 
séquences biologiques, …

• Structure composée d’états et de transitions
– Transitions : distributions de probabilité 
– États : symboles d’un alphabet fini, distributions 

de probabilité
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Définition formelle d’un HMM
• Un HHM est un quadruplet (S,Σ,T,G) où

– S = ensemble de N états (dont deux spéciaux start et end
muets)

– Σ = alphabet de M symboles
– T = S-{end} × S-{s0=start} → [0,1], une matrice indiquant 

les probabilités de transitions d’un état à l’autre
– G = S-{start,end} × Σ → [0,1], une matrice indiquant les 

probabilités de génération associées aux états

• Parenté forte avec les automates probabilistes
– Tout HMM peut être simulé par un PA du même nombre 

d’états (réciproque fausse)



29/10/01 6

Ex: reconnaissance / classification

abcccb peut être générée par:
Start 1 3 5 5 5 2 end P(start→1).P(a). P(1→3).P(b)…. =6.6.10-3

Start 1 4 5 5 5 2 end = 2.3.10-4

Start 2 4 5 5 5 2 end = 7.5.10-5

P(abcccb) = 6.6.10-3 + 2.3.10-4 + 7.5.10-5



29/10/01 7

Ex: segmentation

La phrase « Le modèle classe la séquence » peut être segmentée de deux manières :
Start Article Adjectif Nom Article Nom  end =1.8.10-7

Start Article Nom Verbe Article Nom end = 6.22.10-6
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Hypothèses de la théorie des HMM

• Hypothèse de Markov (horizon limité)
– Un état ne dépend que des k états précédents 

(ordre k)

• Stationnarité (invariance temporelle)
– Les distributions de probabilité ne varient pas au 

cours du temps

• Indépendance des observations
– Les séquences d’observation sont statistiquement 

indépendantes
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Le problème de l’évaluation (1)

PB : Calculer P(O=o1o2…oT|H)

• Approche naïve:
Soit le chemin S=s0s1…sTsT+1 (s0=start sT+1=end)

P(O|S)=P(s0→s1)P(o1|s1)…P(sT-1→sT)P(oT|sT)P(sT-1→sT)

P(O|H)=ΣP(O|S)

⇒ Si N est le nombre d’états du HMM et T la longueur de la 
séquence, de l’ordre TNT opérations !



29/10/01 10

Le problème de l’évaluation (2)

• L’algorithme forward
Soit la variable Ft(s) = P(o1o2…ot,st=s|H)

1. Initialisation. A t=1 on a:

F1(s) = P(start→s)P(o1|s)

2. Induction. Pour t=2, …, T on a:

Ft(s) = P(ot|s) . Σs’∈SFt-1(s’)P(s’→s)

3. Résultat.

P(O|H) = Σs∈SFT(s)P(s→end)

⇒ N2T opérations
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Le problème du décodage (1)

PB : déterminer s* = argmaxs∈S P(s,o|H)

• Approche naïve

⇒ de l’ordre TNT opérations !
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Le problème du décodage (2)

L’algorithme de Viterbi

Soit la variable Vt(s) = maxs0..st-1
P(s0…st=s,o1…ot|H)

1. Initialisation. A t=1 on a:

V1(s) = P(start→ s1)P(o1| s1)

2. Induction                        . Pour t=2, …, T on a:
Vt(s) = maxs’∈S [Vt-1(s’) P(s’→s)] P(ot|s)

3. Résultat

P(O|H,V)= maxs∈S [VT(s) P(s→end)]

Rétro-propagation pour déterminer le chemin 
de Viterbi start,s1

*,…, sT
*,end.

et mémorisation

Mt(s) = argmaxs’∈S [Vt-1(s’) P(s’→s)]
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Le problème du décodage (3)

L’algorithme de rétro-propagation

1. Initialisation. A t=T on a:

sT
* = argmaxs∈S [Vt(s) P(s→end)]

2. Rétro-propagation. Pour t=T-1,T-2 …, 0 on a:
st

* = Mt(st+1
*)
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Le problème de l’apprentissage (1)

• Donnée : un ensemble de séquences.
• Résultat : le HMM qui les modélise.

• Deux cas de figure
– Structure (nombre d’états, transition autorisées) 

connue
⇒ problème d’entraînement pour estimer les 

distributions de probabilités
– Structure inconnue
⇒ inférer la structure du HMM à partir séquences
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Le problème de l’apprentissage (2)

• Lorsque la structure est connue, plusieurs 
techniques

• Principe du maximum de vraisemblance
– Soit Ω={O1,O2,…,OK} l’ensemble d’entraînement
– Trouver les paramètres <T,G> qui maximisent

P(Ω|H)=Πk=1..KP(Ok|H)
⇒ Entraînement de Baum-Welch

• Hypothèse de Viterbi
P(Ω|H)≈P(Ω|H,V)=Πk=1..KP(Ok|H,Vk)
⇒ Entraînement de Viterbi

Pas de sol optimale connue !
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Entraînement de Viterbi (1)

• Hypothèse : les chemins de Viterbi de 
l’ensemble d’apprentissage sont connus
– P(Ω|H,V)=Πs∈S[Πo∈ΣP(o|s)ns

o Πs’∈SP(s→s’)ns→s’]
ns

o = nombre de fois où s génère o dans le chemin
ns→s’ = nombre de fois où s→s’ est empruntée

– Maximiser P(Ω|H,V) = maximiser les sous-produits
Estimateurs:
• G : ns

o /ns

• T : ns→s’ / ns

ns = nombre de fois où s est utilisé
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Entraînement de Viterbi (2)
• Hypothèse fausse : les chemins de Viterbi en 

général inconnus
Algorithme de réestimation itérative (EM)
– Choisir un paramétrage initial de T et G
– Répéter

• Initialiser ns
o, ns→s’ et ns à 0

• Pour chaque OK∈Ω faire
Calculer les chemins de Viterbi (cf. algorithme de Viterbi)
Ajouter à ns

o, ns→s’ et ns la contribution de OK

• Réestimer T et G
– Jusqu’à stabilité du paramétrage

• Convergence assurée…
(choix arbitraire des chemins)

vers un optimum local
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Entraînement de Baum-Welch (1)

• Idée :
– Comme Viterbi : associer aux états, transitions et 

symboles les nombres de fois où ils sont utilisés
– Mais pour toutes les séquences et tous les 

chemins pondérés par la probabilité du chemin
– Comme Viterbi : réestimation itérative

• Calcul de deux estimateurs :
T : ℘(s→s’)= espérance de s vers s’ / espérance de s
G : ℘(o|s)= espérance de o dans s / espérance de s

au moyen des variables foward et backward
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Entraînement de Baum-Welch (2)
– Choisir un paramétrage initial de T et G
– Répéter

• Pour chaque OK∈Ω faire
Calculer les variables forward et backward
Calculer les espérances

• Réestimer T et G

– Jusqu’à critère d’arrêt
• Convergence assurée, P(Ω|H) augmente à 

chaque itération

mais optimum local jamais atteint

→ critère d’arrêt



29/10/01 20

Entraînement de Baum-Welch (3)

• Calcul des espérances
ζt(s,s’)=P(st=s,st+1=s’|o,H)

=P(st=s,st+1=s’,o|H)/P(o,H)
=Ft(s)P(s→s’)P(ot+1|s’)Bt+1(s’)

γt(s)=P(st=s, |o,H)= Ft(s)Bt(s)/P(o,H)

Espérance de s = Σt=0..Tγt(s)
Espérance de s vers s’ = Σt=0..Tζt(s,s’)
Espérance de o dans s = Σt=1..T/ot=oγt(s)

℘(s→s’)=Σt=0..Tζt(s,s’)/Σt=0..Tγt(s)
℘(o|s)=Σt=1..T/ot=oγt(s)/ Σt=0..Tγt(s)
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Le problème de l’apprentissage (3)
• Lorsque la structure est inconnue

– Apprentissage par généralisation
[Stolcke et Omohundro 94]
• Construire un HMM équivalent à la disjonction des séquences 

d’apprentissage (le plus spécifiques)
• Généralisation par fusion d’états

– Mesure du gain d’une fusion
– Réestimation pour maximiser les chemins de Viterbi

– Apprentissage par spécialisation
[Brand 99]
• Construire un HMM très général (un seul état)
• Spécialisation progressive par création d’états

– Augmenter la vraisemblance des séquences d’apprentissage
– Diminuer l’entropie
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Conclusion

• HMM = modéliser les lois de probabilités qui 
régissent des séquences d’observations

• Modèle de référence pour :
– Reconnaissance de texte et de la parole
– Analyse de séquences biologiques

• 3 problèmes :
– Calculer la probabilité d’une séquence
– Déterminer le chemin de Viterbi
– Apprentissage d’un HMM

• Entraînement
• Inférence
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Limites

• Construction d’un HMM
– Choisir la structure puis l’entraîner

⇒ Optimum local

– Induire la structure à partir des données
⇒ coûteux en temps de calcul

– Nombre de séquences nécessaires important

• Représentation « peu » intuitive ?
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